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Lésungen zur 1. Auswahlklausur

Aufgabe 1

Von n abgeschlossenen Intervallen der Zahlengerade ist bekannt, dass sich je zwei dieser
Intervalle stets Uberschneiden.
Man beweise, dass es eine reelle Zahl gibt, die in allen Intervallen enthalten ist.

LOsung
Ordnet man die Intervalle I; = [a;, bi], i€ {1, 2, ..., n} so, dass a;< a,< ... <a,, dannist a,
in allen Intervallen enthalten, da es andernfalls ein b; mit je{1, 2, ..., n} geben wirde das

kleiner als a, ware, was aber der Tatsache widerspricht, dass sich die Intervalle 1, und Ij
Uberschneiden.
Ahnlich kann man mit b, = min{bi, b,, ..., by} argumentieren.

Aufgabe 2

Gegeben sind zwei Strecken AB und CD (nicht zwingend in einer Ebene) mit der gleichen
Lange 2k. Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte von AD und BC hat die Lange k.
Man berechne den Winkel der Geraden (AB) und (CD).

LOsung
Sind M und N die Mittelpunkte der — B
Strecken AD und BC, dann gilt: 2-MN = AB + DC P 4
und damit: AB+DC+2-NM =0 A N~
— == —_ /|
Die Vektoren AB,DC und 2-NM koénnen demnach so o~ ~
parallel verschoben werden, dass sie ein Dreieck be- 7N
grenzen, das wegen |AB| = |DC| = |2NM] gleich-
seitig ist.

Der Winkel der Geraden AB und CD ist folglich 60°.

Aufgabe 3

Adele stellt fest, dass die um 1 vergroéRerte Summe der Quadrate zweier von ihr gewahlten
positiven ganzen Zahlen durch deren Produkt teilbar ist.
Reichen diese Angaben zur Ermittlung des Quotienten? Die Antwort ist zu begrinden!

LOsung

Sind a und b die von Adele gewéahlten positiven ganzen Zahlen, dann gilt:
(*) a?+b?’+1=gqgab
wobei q der von Adele berechnete Quotient ist.

A E+E>2f|t —E+E+i>2+i>2 I >3
us bta> olg q—b atap> b , also q =3.

Fur a = b ergibt sich 2a? + 1 = gqa? also 1 = (q - 2)a® , was hier nur fuir g = 3 (und
damit a =b = 1) erfullbar ist.

Ist a = 1, dann fuhrt das zu b2 - gb + 2 = 0. Sollte diese Gleichung natirliche Lésungen
in b und g haben, dann ist g2 - 8 das Quadrat einer ganzen Zahl, was nur fir q = 3
moglich ist und folglich b € {1, 2}.

Ist b = 2, dann fuhrt das zu a2 - 2ga + 5 = 0 mit der natirlichen Lésung g = 3 und
damit a e {1,5}, was man ahnlich wie oben (Diskriminante = Quadratzahl, etc) begrinden
kann.

Sollte es Lésungen mit g > 3 geben, dann ist einerseits a # b (s.0.) und andrerseits b > 3.
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