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Losungen zur 2. Auswahlklausur

Aufgabe 1

Gegeben seien positive ganze Zahlen a,b,c mit der Eigenschaft b > 2a und ¢ > 2b.
Man zeige, dass es dann stets eine reelle Zahl r mit folgender Eigenschaft gibt:

Die gebrochenen Teile der Zahlen ra,rb,rc liegen alle im Intervall J%,% .

(Hinweis: Der gebrochene Teil einer Zahl ist die Differenz zwischen der Zahl und ihrem ganzen
Teil.)

LOsung

Die Behauptung ist aquivalent zur Existenz dreier ganzer Zahlen x, y und z mit der
Eigenschaft X+1<rasx+2, y+i<rb<y+Z, z+i<rc<z+%, bzw.
3X+1 XxX+2 3y+1 3y+2 3z+1 3z+2
<r< , Y <r< Y , <r<
3a 3a 3Db 3b 3c

hat die Breite 3—1C und zwei aufeinanderfolgende Intervalle |, haben den Abstand 3—2(:

. Das dritte Intervall | furr

Wegen c>2b gilt 3 Z - < 31b ; daher liegt in jedem Intervall |, der Breite 3—1b wenigstens ein

Punkt aus einem Intervall .
Nun zeigen wir, dass es ein Intervall |, gibt, welches ganz in einem Intervall |

enthalten ist. Damit besitzen fur geeignete x, y und z alle Intervalle einen gemeinsamen
Punkt und die Behauptung ist erfullt. Hinreichend fur |, C |, ist die Gultigkeit von
3x+1 3y+1 3y+2 _3x+2
<y— und y <
3a 3b 3b 3a
3x+1 a_ x+2 a1 L .
<— fur —<—= (denn es ist ja b>2a). Die
3y+1 b 3y+2 b 2

folgende Intervallkette liefert offensichtlich eine Zerlegung von ]O;%[ , und die Zahler

fir geeignete ganze Zahlen x, y. Umformen der

beiden Bedingungen liefert

und Nenner haben die verlangte Form. Daher ist jeder Bruch %<% in einem der
Intervalle enthalten:
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Aufgabe 2

Wir betrachten zwei Kreise in der Ebene, welche sich in den beiden verschiedenen Punk-
ten X und Y schneiden.

Man beweise, dass es in dieser Ebene vier feste Punkte mit folgender Eigenschaft gibt:
Fur jeden Kreis, der im Durchschnitt der beiden gegebenen Kreise liegt und diese in den
Punkten A und B berihrt sowie die Gerade XY in den Punkten C und D schneidet, geht
jede der Geraden AC, AD, BC und BD durch einen dieser vier Punkte.

LAsung

Die vier Punkte sind die Beruhrpunkte der gemeinsamen Tangenten an die zwei
gegebenen Kreise.
Da die Zweikreisfigur achsensymmetrisch ist, reicht die Betrachtung von AC und BC aus.

Der innere Kreis sei mit k bezeichnet und beruhre k; in A sowie K, in B. Die Gerade AC

schneide K, ein zweites Mal in P und die Gerade BC schneide K, ein zweites Mal in Q.
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Weil C auf der gemeinsamen Sehne XY liegt, liefert zweimalige Anwendung des
Sehnensatzes: |CAI~|CP| :|CX|~|CY| :|CB|~|CQ|. Die Dreiecke CAB und CPQ sind also

ahnlich und daher ist ZBAC = ZCQP.
Wir zeichnen die Tangente an k in C und bezeichnen zur Orientierung ihren Schnittpunkt
mit K;, der auRerhalb K, liegt, mit R. Der Sehnen-Tangentensatz liefert

Z/BCR=ZBAC = ZCQP und daher CR|| PQ (gleiche
Stufenwinkel).

Eine zentrische Streckung an A bildet k auf k; und damit
C auf P ab, eine andere zentrische Streckung an B k auf

K, und damit C auf Q. Bei beiden Abbildungen wird CR zur

jeweiligen Tangente. Da CR und PQ parallel sind, ist PQ
die gemeinsame Tangente an beide Kreise.

-

Aufgabe 3
Fir jede positive ganze Zahl n bezeichne d(n) die Anzahl aller positiver Teiler von n.
(Beispiele: d(2) =2,d(6)=4,d(9) =3))

Man bestimme alle positiven ganzen Zahlen n mit der Eigenschaft (d(n))3 =4n.

LOsung

Genau die Zahlen 2, 128 und 2000 besitzen die fir n verlangte Eigenschaft.
Begrindung: Wenn eine dritte Potenz durch 4 teilbar ist, muss sie auch durch 8 teilbar

sein. Daher besitzt n die Darstellung N=2k*® (*) und es folgt d(2k?®) =2k (**). Aus der
Primfaktorzerlegung N= p/* p52...pg" mit 2= p, < p, <...< p,, folgt fur die Anzahl der
Teiler bekanntlich d(n) =(a, +(a, +1)...(a,, +1) . Wegen (*) gilt &, =3b, +1 sowie

a, =3b fur i =23,...,m mit naturlichen Zahlen b;,b,,...,b, . Einsetzen in (**) liefert
(3b, +2)(3b, +1)...(30,, +1) = p2 T pr...ptr ().

Da in dieser Gleichung kein Faktor der linken Seite durch 3 teilbar ist, gilt p, =25. Da

links gleich viele Klammern wie rechts Potenzen stehen, kdnnen wir paarweise verglei-
chen. Fur i 22 und b, >0, i =2,3,...,m, ist mithilfe der Ungleichung von Bernoulli

pY >5% =(1+4)" >1+4b >3b +1. Lediglich fiur b, =0 ist p” =3b +1=1.
Nun betrachten wir noch die jeweils ersten Faktoren: Mit p, =2 gilt 3b, + 2= 2% genau

fur b, =0 und b, =2. Da der Term 3b, + 2 als Gerade und der Term 2™ als Graph
einer Exponentialfunktion gedeutet werden kénnen, gibt es héchstens zwei Losungen.
Diese sind genau dann Lésungen von (***), wenn b =0 ist fur i =2,3,...,m. Es ergibt

sich n=2'=2 sowie n=2%"1=128.

Fur b, >2 ist auch 2+ > 3b, + 2, und (***) kann keine weiteren Losungen mehr haben.
Fur b, =1 wird (***) zu 5(3b, +1)...(30,, +1) =4p%2...p>", so dass alleine p, =5 mit

b, =1 und b =0 fur i =3,...,m noch eine Lésung liefert, namlich n= 23 .53 = 2000.

Die Probe bestatigt, dass die drei gefundenen Zahlen tatsachlich die verlangte Eigen-
schaft haben.
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